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АННОТАЦИЯ 
Трудно назвать научную область, в которой бы не применялись математические методы изучения реальных объектов и процессов. Одним из важнейших разделов математики, используемых для описания и решения прикладных задач, является интегральное исчисление. Примеры практических задач, дают нам ясное представление о значимости определенного интеграла в области физики, геометрии, механики, биологии и экономики. Решение прикладных задач имеет большое воспитательное значение, так как воспитывает умение распознать то или иное математическое понятие в различных ситуациях и позволяет знакомить учащихся с математическим моделированием как методом научного познания окружающего мира.
















ИСТОРИЧЕСКАЯ СПРАВКА
Интегрирование берет свое начало ещё в древнем Египте примерно с 1800 года до н. э., о чем свидетельствует Московский математический папирус (или математический папирус Голенищева). Первым известным методом для расчёта интегралов является метод для исследования площади или объёма криволинейных фигур - метод исчерпывания Евдокса (Евдокс Книдский (ок. 408 г. до н.э. - ок. 355 г. до н.э.) - древнегреческий математик, механик и астроном), который был предложен примерно в 370 до н. э. Суть этого метода заключается в следующем: фигура, площадь или объем которой пытались найти, разбивалась на бесконечное множество частей, для которых площадь или объём уже известны. Этот метод получил свое дальнейшее развитие в работах древнегреческого математика, физика и инженера Архимеда (287 до н.э. - 212 до н.э.) для расчёта площадей парабол и приближенного расчёта площади круга. Аналогичные методы были разработаны в Китае в третьем веке нашей эры китайским математиком Лю Хуэйем (ок. 220 - ок. 280), который с их помощью находил площадь круга. Для нахождения объёма шара этот метод использовали китайский математик, астроном, механик, писатель Цзу Чунчжи (429 - 500) вместе со своим сыном, также математиком и астрономом, правителем области и государственным казначеем, Цзу Гэном.
Далее большой шаг вперед в развитии интегрального исчисления был предпринят в 11 веке в Ираке арабским ученым-универсалом, математиком, механиком, физиком и астрономом Абу Али аль-Хасан ибн аль-Хасан ибн аль-Хайсам аль-Басри (965-1039) (или Ибн ал-Хайсамом, в Европе известном как Alhazen), который в своей работе "Об измерении параболического тела" приводит формулы для суммы последовательных квадратов, кубов и четвёртых степеней, и ряд других формул для сумм рядов. С помощью этих формул он проводит вычисление, равносильное вычислению определённого интеграла:
∫0axdx
Используя математическую индукцию, он смог обобщить свои результаты для интегралов от многочленов до четвёртой степени. Таким образом, он был близок к поиску общей формулы для интегралов от полиномов не выше четвёртой степени.
Следующий значительный толчок в исчислении интегралов состоялся лишь в 16 веке в работах итальянского математика Бонавентура Франческо Кавальери (1598 - 1647), в которых описывался предложенный им метод неделимых, а также в работах французского математика Пьера де Ферма (1601 - 1665). Этими учеными были заложены основы современного интегрального исчисления. Дальнейшее развитие связано с деятельностью английского математика, физика и богослова Исаака Барроу (1630 - 1677) и итальянского математика и физика, ученика Галилея Эванджелиста Торричелли (1608 - 1647), которые представили первые намеки на связь между интегрированием и дифференцированием.
За время становления интегрального исчисления менялось и обозначение интеграла. Английский физик, механик, математик и астроном Исаак Ньютон (1643 - 1727) использовал, правда не во всех своих работах, в качестве символа интегрирования значок квадрата перед обозначением функции или вокруг него, а также вертикальную черту над функцией, но эти обозначения не получили широкого распространения. 
Современное обозначение неопределённого интеграла было введено немецким философом, логиком, математиком, механиком, физиком, юристом, историком, дипломатом, изобретателем и языковедом Готфридом Вильгельмом Лейбницем (1646 - 1716) в 1675 году. Он образовал символ интеграла из буквы "длинная s" (от первой буквы слова Summa - сумма) Современное обозначение определённого интеграла, с указанием пределов интегрирования, было впервые предложено французским математиком и физиком Жаном Батистом Жозефом Фурье (1768 - 1830) в 1819-20 годах. Сам термин "интеграл" придумал швейцарский математик Якоб Бернулли (1654 - 1705) в 1690 году.













Тема: «Определенный интеграл и его свойства. Формула Ньютона-Лейбница
Тип урока: комбинированный урок, практическое занятие
Цели урока:
1. Изучить и записать формулу и основные свойства определённого интеграла. 
2. Сформулировать и записать формулу Ньютона-Лейбница; отработать навыки вычисления интегралов с помощью формулы
3. Продолжить формирование у учащихся навыков самоконтроля.
1.Закрепление изученного материала:
1. Найдите производную функции:
a) 
b) 
c) 
d) 
2.Вычислить неопределенный интеграл
  а) [image: https://www.webmath.ru/primeri_reshenii/images/integral/primeri_1808.png]
	
	б) [image: https://www.webmath.ru/primeri_reshenii/images/integral/primeri_1814.png]

		в)
	[image: https://www.webmath.ru/primeri_reshenii/images/integral/primeri_1823.png]



	



2. Изучение нового материала:
План лекции:
1.Понятие определенного интеграла.Формула Ньютона-Лейбница.
2.Основные свойства определенного интеграла.
3. Закрепление



1. Понятие определенного интеграла. Формула Ньютона-Лейбница.
Криволинейная трапеция и ее площадь



Пусть на отрезке  дана непрерывная неотрицательная функция (рис.1). Проведем вертикальные прямые до пересечения с графиком функции .
        y



              y=f(x)
                                               


a                                                b

     0                                                 x
               рис.1




Определение. Криволинейной трапецией называется фигура, ограниченная графиком непрерывной неотрицательной функции, , прямыми и отрезком оси .






Как вычислить площадь криволинейной трапеции? Рассмотрим криволинейную трапецию CHKD (рис.2), у которой абсцисса точки С равна х, а абсцисса точки D равна. Пусть график функции  пересекает ось ординат в точке А. Тогда площадь криволинейной трапеции CHKD равна разности площади криволинейной трапеции OAKD и OAHC . Так как площадь криволинейной трапеции OAHC зависит от х, то ее можно обозначить символом S(x). Аналогично, площадь криволинейной трапеции OAKD есть функция от  и ее можно обозначить символом S(). Поэтому площадь криволинейной трапеции CHKD равна разности S() и S(x) и может быть обозначена символом .


Построим два прямоугольника CHED и CMKD. Площадь первого из них равна , а площадь второго равна . Поскольку площадь криволинейной трапеции CHKD не меньше площади прямоугольника CHED и не больше площади прямоугольника CMKD, можно записать неравенство.









Разделив обе части этого неравенства на  и найдем пределы всех выражений при . Но есть производная функции S(x), а в силу непрерывности функции  имеем . Следовательно, .
Итак, производная площади криволинейной трапеции равна функции, задающей верхнюю границу трапеции.

Поэтому площадь криволинейной трапеции есть одна из первообразных функции, задающей верхнюю границу трапеции, и может быть вычислена с помощью интегрирования: 
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       O          C                            D    x
                      рис.2



Пусть . Площадь криволинейной трапеции, заштрихованной на рис.3, есть функция от х. Обозначим ее через S(x). Очевидно, что S(a)=0, так как при х=а заштрихованная фигура превращается в отрезок, а S(b)=S есть площадь рассматриваемой криволинейной трапеции.





Замечание. Когда говорят о непрерывности функции  на промежутке , то под этим понимают непрерывность ее в каждой точке этого промежутка, в том числе в точках a и b, т.е., что при стремлении х к а и  при стремлении х к b.










Используя равенство , где  на промежутке, выведем формулу для вычисления площади криволинейной трапеции (см.рис.3). Из этого равенства видно, что S(x) есть первообразная для  на промежутке . Пусть – другая первообразная для  на этом же промежутке. В силу основного свойства первообразной имеем .






 y
                
                                  
                       y=f(x)
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 0              a                x       b                         x
                         рис.3








Последнее равенство верно при всех , так как функции S(x)  и  определены в точках a и b. Подставив вместо x число a, получим . Но , поэтому , откуда . Таким образом, .

Подставив в последнее равенство , найдем искомую площадь: 


   







Напомним, что приращением аргумента х при его изменении от  до  называется разность, а приращением функции  при изменении аргумента от  до  называется разность .


Найдем приращение любой первообразной функции при изменении аргумента от  до :




Полученный результат означает, что при изменении х от  до  все первообразные для данной функции имеют одно и то же приращение, равное .
Это приращение принято называть определенным интегралом.





Определение: (записать) Если – первообразная функция для , то приращение  первообразных функций при изменении аргумента х от  до   называется определенным интегралом и обозначается символом , т.е.

,


где – нижний предел, а  – верхний предел определенного интеграла.


Символ читается так: «определенный интеграл от  до  эф от икс дэ икс».



Функция  предполагается непрерывной в промежутке изменения аргумента х от  до .


Для вычисления определенного интеграла  находят:
1) неопределенный интеграл [image: ];
2) 


значение интеграла  при , С=0, т.е. вычисляют ;
3) 

значение интеграла  при, С=0, т.е. вычисляют ;
4) 
разность .
Процесс вычисления виден из формулы:


          (1)
Равенство (1) называется формулой Ньютона-Лейбница.

2.Свойства определенного интеграла.
1. Определенный интеграл от алгебраической суммы конечного числа функций равен алгебраической сумме определенных интегралов от слагаемых функций: [image: ]
2. Постоянный множитель можно выносить за знак определенного интеграла:[image: ]
3. При перестановке пределов интегрирования определенный интеграл меняет свой знак на противоположный: [image: ]
4. Определенный интеграл с одинаковыми пределами равен нулю: [image: ]
5. Отрезок интегрирования можно разбивать на части:[image: ]
3.Закрепление изученного материала:


Пример 1. 



Пример 2. Вычислить интеграл
[image: undefined]
Решение.
На основании таблицы основных интегралов и формулы [image: undefined]имеем:
[image: undefined]
Пример 3. Вычислить интеграл
[image: undefined]
Решение.
На основании таблицы основных интегралов и формулы (1) имеем:
[image: undefined]
Пример 4. Вычислить интеграл
[image: undefined]
Решение.
На основании таблицы основных интегралов и формулы (1) имеем:
[image: undefined]
4. Задания  для практического закрепления:
	Найдите значение определенных интегралов 

	1
	[image: ]

	2
	[image: ]

	3
	[image: ]

	4
	[image: ]

	5
	[image: ]


Литература:
1. Башмаков М. И. Математика: учебник для учреждений нач. и сред. проф. образования/ М. И. Башмаков. – М.: Издательский центр «Академия», 2014.
2. Алгебра и начала анализа10-11 кл. :В двух частях.Ч.1:Учеб. для общеобразоват. учреждений/ А.Г.Мордкович,-5–е изд.– М.:Мнемозина, 2014
3. Таблица производных основных функций, определенных интегралов.
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