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[bookmark: _Toc452707610]Введение
 В методических рекомендациях по некоторым аспектам совершенствования преподавания математики в России, составленным по результатам ЕГЭ, указаны некоторые ключевые проблемы качества школьного математического образования, среди которых –  несформированность базовой логической культуры   в   основной школе,   непродуктивность работы в профильной школе. [10] Эти проблемы крепко взаимосвязаны, так как несформированность логической культуры влечет за собой непродуктивность работы в профильной школе, а в результате приходится восстанавливать материал основной школы. Итак, причины низких результатов в несформированности логической культуры? 
Следует отметить, что на формирование этой самой культуры влияет весь образовательный процесс в целом, но значительный вклад вносит исследовательский блок, в частности, решение исследовательских задач по математике, а к ним относятся все параметрические задачи.  Назовем  особенности параметрических заданий: высокий уровень сложности, отсутствие определенного алгоритма, сложность в выборе оптимального способа решения. Для успешного решения таких  задач важно свободно оперировать с изученными утверждениями, применять их в различных ситуациях, уметь анализировать условие и находить возможные пути решения. 
Выделим основные проблемы, возникающие в связи с решением параметрических задач:  ошибки  в  понимании  логики  анализа задачи, неумение делать необходимые обоснования, неумение строить графики. [10]
Итак,  задачи с параметрами остаются самыми сложными задачами на итоговой аттестации. Как помочь учащимся научиться решать такие задачи? Этот  вопрос и  привел автора данной работы к необходимости разобраться в методике решения задач с параметрами, выяснить, существуют ли общие закономерности в применении этих методов и рассмотреть приемы решения некоторых задач. 
[bookmark: _Toc452707611]Глава 1. Квадратный трёхчлен
[bookmark: _Toc452707612]1.1 График квадратичной функции

Прежде чем переходить к решению задач на исследование квадратного трёхчлена, рекомендуем  напомнить определение, свойства и график квадратичной функции.
Функцию y = ax2 + bx + с  (1),  где a, b и  с – действительные числа, причём   a ≠ 0, называют квадратичной. [2]


Применив метод выделения полного квадрата, запишем квадратичную функцию (1) в виде  ,    где .



Введём следующие обозначения: , . Тогда формула (1) примет вид  .  (2)




Из формулы (2) следует, что графиком функции (1) является парабола, полученная из параболы  с помощью сдвига вдоль оси ox на  единиц и вдоль оси   oy на  единиц так, что точка A() является вершиной новой параболы. Знак числа a определяет направление ветвей параболы: при a > 0 ветви направлены вверх, при  a < 0 – вниз.

Теорема. Квадратичная функция y = ax2 + bx + с принимает при  наименьшее значение, если a > 0, и наибольшее значение, если a < 0.[2]





Для доказательства этой теоремы можно воспользоваться формулой ,  где     , , .






Замечание. Эта формула имеет простой геометрический смысл. Если a > 0, то самая нижняя точка параболы  y = ax2 + bx + с – её вершина A(). Ордината  и есть наименьшее значение функции y = ax2 + bx + с, т. е. ymin = y() = . Значение    функция принимает при . 
Аналогично рассматривается случай a < 0.
[bookmark: _Toc452707613]1.2 Расположение корней квадратного трёхчлена на числовой оси

Среди методических рекомендаций к решению многих задач с параметрами следует выделить те, которые направлены на формирование  необходимых и достаточных условий, соответствующих различным случаям расположения корней квадратного трёхчлена на числовой оси. 

Пусть квадратный трёхчлен  f(x) = ax2 + bx + с  имеет корни x1  и   x2,  – абсцисса вершины параболы y = ax2 + bx + с,  d – заданное число.  Рассмотрим ряд утверждений, связанных с взаимным расположением  x1 ,   x2  и числа d.[7] Предварительно предложите учащимся решить несколько конкретных задач, пусть попробуют сформулировать необходимые и достаточные условия, соответствующие им. Дальше переходите к утверждениям. (ПРИЛОЖЕНИЕ №1)
После того, как утверждение сформулировано, рассмотрите задачи на его применение, обращая внимание на алгоритм получения необходимых и достаточных условий, соответствующих данному случаю расположения корней квадратного трёхчлена на числовой оси. Аналогичную работу проводим и со вторым утверждением. Главное правило – не загрузить новой информацией, а научить её добывать. Учащиеся должны понимать и уметь применять свои знания. Для понимания и лучшего запоминания  утверждений советуем доказать хотя бы одно утверждение вместе с учащимися и предложить доказать остальные самостоятельно. После чего следует переходить к простейшим задачам на применение утверждений. Для того чтобы показать эффективность нового метода решения задач, рекомендуем решить одну или несколько задач другими способами, которые дают более громоздкие вычисления и преобразования. Например, найти корни квадратного трёхчлена и составить условия, в которых предстоит решать иррациональные неравенства.  
[bookmark: _Toc452707614]1.3 Примеры с решениями на применение утверждений

Практика показывает, что начинать закрепление теории следует с простых примеров, доступных учащимся. Рассмотрим некоторые из них.
Пример 1. Найти все значения r, при которых корни уравнения

   (1)  положительны. [8]
Решение. Для проведения исследования необходимо выделить ключевые значения параметра, в зависимости от которых уравнение меняет свой вид.



Если r = 1, то  уравнение (1) примет вид , откуда  , то есть корень уравнения (1) положителен при r=1. Если r ≠ 1, то данное уравнение является квадратным, многочлен   - квадратным трёхчленом и его корни больше числа 0.  



 , , . 
Научите учащихся выделять утверждения, к которым сводится дальнейшее исследование. На основании утверждения 10 имеем систему неравенств:

  
 Объединяя множество решений системы и множество {1}, запишем ответ. 

Пример 2. Найти все значения r, при которых квадратный трёхчлен  имеет действительные корни x1,  x2 на интервале (-1; 1). [8]
 Решение. Предложите учащимся самостоятельно определить вид уравнения и выделить  утверждение, на которое они будут ссылаться в данном случае. В силу утверждения 40  искомые значения r являются решениями соответствующей системы: 



Решая эту систему, запишем ответ: [ 3 + 2; +∞)
Замечание.  Конечно, при решении задач необходимо показывать графическую иллюстрацию решения. Учащиеся не должны механически запоминать необходимые и достаточные условия в утверждениях 10- 50, их нужно научить составлять эти условия. Вместе с пониманием учащиеся приобретут умение работать, используя графические иллюстрации. 


Пример 3. При каких значениях m корни уравнения  удовлетворяют условию . [1]



Решение. Из условия следует, что уравнение имеет два различных корня, поэтому уравнение является квадратным, отсюда     m ≠ -1, а дискриминант строго больше нуля.  Итак, необходимым является условие  m ≠ -1. Квадратный трёхчлен   при  принимает значение 



Подставляя в условия (3) из утверждения 30    необходимые и достаточные условия к данной задаче, запишем неравенство   < 0. Полезно будет напомнить учащимся метод интервалов, наиболее удобный для решения неравенств.  Решая неравенство методом интервалов, получим ответ: m (-1; -). 

Пример 4. При каких значениях параметра а корни уравнения   больше единицы? [4]
Решение. 1) Если  а = 0, то  х = - 1  –  не удовлетворяет требованию задачи.

2) При  данное уравнение является квадратным. Применяем утверждение 10.



Решив данную систему, запишем ответ: .
Необходимо рассмотреть примеры  на каждое утверждение, причём учащиеся должны решать задачи самостоятельно.
Прежде чем переходить к задачам высокого уровня сложности, рекомендуем познакомить учащихся  с аналитическими и графическими приемами решения задач. Для лучшего усвоения графических методов, скажем, при изучении линейной или квадратичной функций предложите построить графики уравнений, варьируйте задания, перебирая неизвестные коэффициенты.
[bookmark: _Toc452707615]Глава 2. Задачи повышенного и высокого уровней сложности, приводящие к исследованию рациональных выражений.
[bookmark: _Toc452707616]2.1 Рациональные уравнения и неравенства с параметром в урочной деятельности
В урочной деятельности в рамках изучаемой темы можно переходить к решению задач с параметрами, которые соответствуют уровню сложности ЕГЭ. 
Обучение должно  строиться в соответствии с принципами доступности, целости, единства типа, наглядности.
Продолжим исследование квадратного трехчлена, последовательно повышая уровень сложности. Определенные задачи есть и в школьных учебниках. В каждом классе есть группа детей с высоким уровнем подготовки, которым можно предложить решить задачи с параметром. Прежде чем приступить к решению задачи, необходимо проанализировать условие.
Задача №1.      При  каких  значениях  параметра  а  все  корни  уравнения
                                                           удовлетворяют неравенству ? [10] (ПРИЛОЖЕНИЕ №3, слайды  11 - 13)
Для решения задачи нужно составить систему вопросов, определить вид уравнения, найти ключевые значения параметра, назвать методы решения, выбрать оптимальный из предложенных методов, составить план решения задачи. 
Определяем  вид уравнения.  При а = 0 это линейное уравнение и имеет один корень х = 0, который удовлетворяет неравенству . Для квадратного уравнения при  находить корни  по формуле нецелесообразно. Можно применить утверждение 40 (ПРИЛОЖЕНИЕ 1), но и в этом случае получаем громоздкие преобразования.  Пробуем воспользоваться формулами Виета:    
Замечаем, что  , поэтому для выполнения требования задачи должна быть совместна система 
Последовательно получаем равносильные системы: 

Ответ: при 
Замечание 1. Задача соответствует утверждению 40 (ПРИЛОЖЕНИЕ №1), но дискриминант получается очень громоздким, вряд ли учащиеся смогут решить соответствующее неравенство. 
Замечание 2. Рациональные неравенства  можно решать методом интервалов, в том числе и неравенства с параметром.
Задача №2.  Найдите все значения параметра а, при   каждом из    которых неравенство                 выполняется при всех значениях  х, таких, что             
 Решение проводится в соответствии с алгоритмом решения неравенств указанным методом, но сложность заключается в неоднозначности расположения чисел на прямой («ветвление» в задаче).  (ПРИЛОЖЕНИЕ №3, слайды 14-15)
            Пусть   Рассмотрим три случая.
  1 случай:  x   При этом  должны выполняться условия      
Так как система противоречива, то в этом случае требование задачи не выполнено.
           1)                                      2           3                                                               
                              6a                     a                    x
          2 случай:  x    При этом справедлива система  
Итак, при  требование задачи выполнено.
            2)                                  2            3
                                      a                          6a             x
3 случай:  6a = a, a=0. Данное неравенство решений не имеет. 
 3)                              a
                           6a                              x
Замечание. Это же неравенство можно решать и методом областей (ПРИЛОЖЕНИЕ №2), но для учащихся основной школы этот метод сложный, с ним нужно знакомиться позже.
Ответ: при 
 В 9 классе при изучении темы «Системы уравнений с двумя переменными» можно рассмотреть исследовательские задачи, которые не содержат параметр: определите число решений системы; имеет ли система решение; изобразите графически множество решений уравнения с двумя переменными и другие. Логическим завершением темы было бы включение в урок задач с параметрами, таких, как, например, задача №3 и задача №4. 
Задача №3. При каких значениях параметра b система  
имеет единственное решение?
Задача №4. При каких значениях параметра b система  
имеет ровно три  решения?   (ПРИЛОЖЕНИЕ №3, слайд 16)
Но в целом на уроке недостаточно возможностей в изучении параметров: разноуровневый состав класса, жесткие рамки программного материала.  Рекомендуем  создавать группы для индивидуальных дополнительных занятий. 
[bookmark: _Toc452707617]2.2 Графоаналитические методы решения задач с параметром во внеурочной деятельности
При решении параметрических задач на индивидуальных занятиях обучение строится в соответствии с принципами доступности, сознательности и активности, систематичности и последовательности, наглядности.  Обязательно нужно использовать возможности ИКТ. Конечно, к этому времени учащиеся должны иметь представления о различных методах решения задач с параметрами, в частности, знать суть графоаналитических методов, метода областей.  Метод областей является аналогом метода интервалов на прямой,  потому начинать знакомство с этим методом надо после изучения метода интервалов.
Перейдем к решению неравенства с параметром координатно-параметрическим методом, при котором параметр рассматривается как равноправная переменная.
Задача №5. При каких значениях параметра а решение неравенства 
  содержит только одно целое число? [9] (слайды 18-19)
При анализе условия выясняем, что нужно раскрыть знак модуля.
 
[image: ]Считая параметр равноправной переменной, выполняем построение в координатной плоскости xOa.  Для графической иллюстрации решений первой системы совокупности проводим прямую a = x и параболу, заданную уравнением    затем выделяем область, расположенную не выше прямой и не ниже параболы. В этой области находятся все решения первой системы. 
Графическим образом решений второй системы совокупности является область, ограниченная прямой  a = x и параболой    
Применяя  метод  сечений, проводим  прямые, параллельные оси Ox, пересекающие выделенную область. 
Отрезки  этих прямых, заключенные внутри заштрихованной области, содержат все решения неравенства при указанном значении a. Предлагаем учащимся последовательно рассмотреть прямые (1) – (5) и выяснить, какие точки этих прямых с целыми абсциссами лежат в выделенной области. 
Прямая (1) проходит через вершину параболы с координатами (1; -1), при этом a = –1. Если a = 0, имеем три точки с целыми абсциссами. Поднимаясь выше до прямой (3),  получаем две точки с целыми абсциссами,  на прямой (3) лежит точка принадлежащая параболе, а также точка (2; 3). Прямая (4) проходит через точку с координатами Прямая (5) проходит через точку пересечения всех границ областей, точку с координатами (3; 3). Вывод: решение содержит только одно целое  число при a [-1; 0) .
Задача №6.   При  каких   значениях   параметра  а   система    уравнений 
имеет ровно 3 решения? [9]  (слайды 20-28)
Очень важно научить учащихся определять тип задания, в соответствии с которым выбирать метод решения и составлять план решения задачи. Замечаем, что первое уравнение системы высокой степени, поэтому попробуем понизить степень. Рассмотрим решение задачи функционально-графическим методом, который предполагает использование свойств функции и ее графика. Выделим этапы решения задачи.
1). Преобразуем первое уравнение системы: 
            
         =0
2). Заменим первое уравнение равносильной совокупностью и  перейдем к системе, равносильной данной: 
3). Зададим систему координат  xOy  и построим графики уравнений  
 
4). Выразим из второго уравнения данной системы переменную y: 
10) + 4, где  Получим уравнение, которое задает  семейство прямых, проходящих через точку A(10; 4).
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5). Проведем  прямые (1) – (6), пересекающие параболы  в трех различных точках. Обычно учащиеся   называют  все  прямые,  кроме  прямых   (5)   и   (6),   являющихся  касательными к одной параболе и пересекающих вторую в двух точках. Прямая (1) задана уравнением  y = 4, в этом случае , но т.к. из условия следует, что   то данная система не имеет решений при . 
Для нахождения значений параметра a в случаях (2) и (3) в уравнение прямой подставляем координаты точек (0; 0) или (4; 0). Чтобы составить уравнения прямых (4) – (6), следует выяснить, что значит прямая является касательной к параболе, после чего указываем способы поиска этих касательных: с помощью производной составляем уравнения касательных и ищем a как угловой коэффициент касательной или решаем систему, состояшую из уравнения прямой и уравнения параболы. В случае прямой (2)  a = 0,4; для прямой (3) a =           
Уравнение касательной к параболе имеет вид
 
С другой стороны, касательная совпадает с прямой  , следовательно, имеем систему: 
Решая систему, получаем значения  для прямых (4) и (5): .
Уравнение касательной к параболе   имеет вид

следовательно, имеем систему: 
Решая систему, получаем  , но т.к   то 

Для задачи №6 можно предложить и аналитический метод решения.
Сначала выполним равносильные преобразования, решаем систему методом подстановки, последовательно получаем:
 
  
Система имеет ровно три решения в трех случаях: 
1). каждое уравнение совокупности имеет два корня, и только один из них совпадает с корнем другого уравнения; 
2) первое уравнение имеет ровно один корень, второе – два, никакие корни не совпадают; 
3) второе уравнение имеет ровно один корень, первое – два, никакие корни не совпадают.  (слайды 29-32)
Сформулируем необходимое условие существования общего корня уравнений.
 Если  является общим корнем уравнений, то это число также является решением системы этих  уравнений.  [3]
Следовательно, общий корень совокупности –  корень уравнения , равносильного             уравнению . Находим x: x =0 или  x = 4.
Если  то, если   то .
Вторые корни уравнений не совпадают с найденными и друг с другом (это можно легко проверить, используя теорему Виета)
Найдем значения a, при которых одно из уравнений имеет только один корень, и выясним, сколько корней имеет при этом другое уравнение.
	Первое уравнение совокупности
	Второе уравнение совокупности

	

=0,

Придискриминант второго уравнения положителен, т.е. оно имеет два различных корня, а данная система – три  решения
	

=0,
(но )
При дискриминант первого уравнения положителен, т.е. оно имеет два различных корня, а данная система – три решения.



Объединяя все найденные значения параметра, запишем ответ.
Замечание. Аналитический метод решения для данной системы менее трудоемкий, в то время как графический наглядно демонстрирует число благоприятных ситуаций. 
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Последовательно усложняя параметрические задачи, переходим к задаче №7.  Систему можно решать не только методом областей, но именно этот является наиболее рациональным, что дает возможность справиться с заданием за меньшее 
время, а на экзамене время ограниченно. 
Задача №7. При каких значениях параметра a система 
имеет ровно одно решение?  [4]   (слайды 33-35)
Решаем с применением метода областей (ПРИЛОЖЕНИЕ №2)

1). Рассмотрим  функцию  F(x;a) = .  F(x;a) = 0 при a = x или a = 2 – x. В системе координат  xOa  построим прямые  a = x и   a = 2 – x. 
	I
	II
	III
	IV

	
	
	
	


 2). Определяем знак  функции F(x;a) по областям   
[image: ]
 3). Выделяем области (I и  III), в которых знак функции F(x;a) совпадает со знаком неравенства и определяем множество решений неравенства системы.
4). Строим параболу 
5). Применяем метод сечений, проводим прямые, параллельные оси Ox.
6). Находим значения параметра a, при которых парабола и прямая, параллельная оси Ox, имеют в заштрихованной области только одну общую точку. Значение 
a = 4 находим из условия прямая проходит через вершину параболы, все остальные значения находим из условия пересечения параболы и прямых, которые являются границами областей.
Ответ: при (;3)
Быстро и красиво. Любой другой метод дает громоздкие преобразования.
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Особенность параметрических задач состоит в том, что они не могут существовать отдельно, обособленно от других тем по математике. Эти задачи связывают между собой разные типы  заданий и способы их решения. По этой причине основной формой работы с учащимися по овладению приемами решения параметрических задач является, конечно, урок. 
В рамках отдельных тем необходимо решать исследовательские задачи, которые, как было ранее замечено, развивают логическую культуру учащихся. И здесь работу нужно организовывать чаще в группах, парах, с последующим обсуждением решений. Так как уровень задач с параметрами высок, то индивидуальная работа в данном направлении посильна не каждому ученику.
Для учащихся, которые проявляют к математике особый интерес, изучают математику на профильном уровне, нужно организовывать дополнительные занятия по решению исследовательских задач. Тематика проведения таких занятий может быть разной: от узкого исследования задач одного типа, до методов решения задач. В основной школе с такими учащимися  обязательно нужно провести полное исследование линейных уравнений, неравенств и их систем. Некоторые считают, что этот класс задач не вызывает затруднений. Это совсем не так! После этого стоит переходить к квадратным, а потом рациональным уравнениям, неравенствам и их системам. 
Уже в основной школе следует приобщать учащихся к реферативно-исследовательской деятельности. Учащимся можно предлагать такие темы для исследований, как:
· Функционально-графический метод решения уравнений и неравенств с параметрами
· Координатно-параметрический метод
· Параметрические задачи с модулем и др.
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В работе были отмечены  некоторые этапы знакомства с параметрическими задачами. Назовем их в логической последовательности, в системе:
· решение задач  в рамках изучаемой темы;
· знакомство с общими приемами и методами решения (на этапе обобщения и систематизации материала);
· подготовка  для сильных учеников  выстроенной последовательности задач (на этапе повторения), каждая группа задач на одну идею, с последовательным усложнением техники исследования;
· приобщение к проектной и реферативно- исследовательской деятельности; 
· решение задач с параметрами при подготовке к итоговой аттестации. 
На заключительном этапе можно переходить к исследовательским задачам, требующим высокого уровня подготовки выпускников, например, к таким, как задача №8 параграфа 3.3.
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Задача №8. При каких значениях параметра  а система   уравнений 
           имеет более двух решений?                 [10]
Раскроем знак модуля, преобразуем первое уравнение системы.
Если   0, то после раскрытия модуля получим:

Если   < 0, то после раскрытия модуля получим:
.
Перейдем к равносильной системе:

Данная система равносильна совокупности двух систем:

Построим графические образы каждой  системы совокупности.
Рассмотрим прямые   Все прямые проходят через точку (1; 0).
Переходим к первой системе совокупности: 
[image: ]Неравенство системы задает область, расположенную вне круга вместе с границей. Граница области – окружность с центром в точке (0; 0) и радиусом, равным 1. Уравнение системы  задает окружность с центром в точке (1; -1) и радиусом, равным 1. Прямая (1) пересекает дугу окружности вне круга ровно в двух точках, система имеет два решения, .  
Прямые (2) и  (3) пересекают дугу окружности вне круга ровно в двух точках, система имеет два решения, 
Прямая (4),  дает ровно одно решение системы.
Переходим ко второй системе:

Неравенство системы задает внутреннюю область круга с границей, заданной уравнением  Уравнение  задает окружность с центром в точке (-1; 1) и радиусом, равным  Т.к  при   прямая (1) не пересекает дугу окружности внутри  круга,  система решений не имеет.
[image: ]Прямая    (2)   проходит   через    точки     (1; 0)  и   (0; -1) пересечения  окружностей,   система  не  имеет  решений, . 
Прямая  (3)  проходит  через  точку  (1; 0)    пересечения 
окружностей  и  является  касательной   к   окружности с 
центром  в точке (-1; 1). Составим уравнение прямой (3). Эта прямая перпендикулярна прямой (5), проходящей через точку (-1; 1) – центр   большой   окружности,   и   точку  касания,  имеющую 
координаты (1; 0). 
уравнение  прямой  (5),  проходящей  через  точки (-1; 1) и (1; 0)  
[image: ]Т.к. произведение угловых коэффициентов перпендикулярных прямых равно -1, то для прямой (3)   = 2.
Прямая  (4) пересекает дугу большой окружности, расположенную внутри круга, ровно в одной точке. Для прямой (4)   Итак, при  вторая система совокупности имеет единственное решение. 
Подведем итоги. Укажем значения параметра, при которых есть решения. 
Первая система совокупности имеет ровно два решения при   или при  , ровно одно решение при  Вторая система совокупности имеет единственное решение при    Следовательно,  данная система имеет более двух решений при 
Ответ:  при .
При решении задачи был применен комбинированный метод решения, включающий аналитические, геометрические и графические  приемы. Задания такого рода можно предлагать учащимся, обладающим  высоким уровнем  сформированности логической культуры и хорошо владеющим техникой исследования.  

[bookmark: _Toc452707623]Заключение

Решению задач с параметрами можно научить и нужно помочь способным ученикам. В работе даны методические рекомендации по решению задач на исследование рациональных уравнений, приведены полные решения некоторых из них.  Только разобравшись с такими задачами, переходим к решению трансцендентных уравнений и неравенств с параметрами, так как с помощью введения новой переменной последние чаще сводятся именно к рациональным уравнениям, неравенствам и их системам. Задачи нужно начинать решать не тогда, когда идет подготовка к итоговой аттестации, а также  не ради итоговой аттестации, а значительно раньше!
Так как эти задачи в большей мере помогают развить технику исследования, то следует на уроках приучать учащихся к понятию параметра в рамках изучаемых тем, начиная с простейших примеров, постепенно переходя к сложным заданиям, следуя принципу доступности. 
Не следует рассчитывать на то, что все учащиеся начнут решать параметрические задачи, так как это задачи высокого уровня сложности, олимпиадного уровня. При этом следует дать возможность разобраться с параметрами сильным учащимся, способным проводить такие исследования.
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Утверждения о расположении корней квадратного трехчлена на числовой оси
10. Для того чтобы оба корня квадратного трёхчлена были больше числа d, (рис.1) необходимо и достаточно выполнение условий


20. Для того чтобы оба корня квадратного трёхчлена были меньше числа d, (рис.2) необходимо и достаточно выполнение условий



30.  Для того чтобы число d было расположено между корнями квадратного трёхчлена (рис.3), необходимо и достаточно выполнение условий



40. Для того чтобы оба корня квадратного трёхчлена лежали в интервале (d: p)  (рис.4), необходимо и достаточно выполнение условий



                              


50. Для того чтобы отрезок [d; p] лежал в интервале (x1; x2),  (рис.5) необходимо и достаточно выполнение условий




 или                                    (5)


Ограничимся доказательством утверждения 10.  
Квадратный трёхчлен f(x) = ax2 + bx + с  имеет действительные корни x1 и x2 тогда и только тогда, когда 

.                                                                                    (6)
Эти корни удовлетворяют условиям x1 < d, x2 <d тогда и только тогда, когда  x1 – d < 0,  x2 – d < 0.                                                                               (7)
 Неравенства (7) выполняются в том и только том случае, когда наряду с условием (6) , справедливы неравенства 

.                                                                           (8)



Используя формулы Виета   , получим систему неравенств   в которой второе неравенство равносильно неравенству a∙f(d) > 0.
Итак, корни квадратного  трёхчлена  удовлетворяют условиям  x1 < d, 
x2 <d  тогда и только тогда, когда коэффициенты  a, b,  с  удовлетворяют системе неравенств (1). Аналогично доказываются утверждения 20 – 50, связанные с расположением корней квадратного трёхчлена. 
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Метод областей
Задачи с параметрами называют  самыми  сложными и ученики, и учителя. К ним трудно подобрать алгоритм решения, каждая задача – это настоящее открытие. Но так ли уж трудны эти задачи, и какие методы их решения приемлемы в той или иной ситуации? Вокруг задач с параметрами очень много вопросов, не всегда на них можно найти ответы.   Чаще всего пытаются провести классификацию таких задач не по методам решения, а по типам задач, но этот подход не всегда удачный, так как, например,  квадратные уравнения с параметрами можно решать как аналитически, так и графически. А что проще – решает каждый человек для себя. 
Но для того чтобы знать каким способом решить ту или иную задачу, нужно знать весь набор основных методов решения задач. В школьной практике не делают упор на методы и способы решения задач с параметрами, чаще всего показывают решения конкретных задач. И существуют такие методы, которые  мало кому знакомы, но они замечательно упрощают решения. Например, координатно-параметрический или метод областей, иногда используют координатно-параметрический в комбинации с методом областей. 
Кординатно-параметрическим методом решения задач с параметрами называют графический метод, при котором параметр рассматривают как равноправную переменную и работают на координатной плоскости  (x; a) или (a; x). 
Метод областей –  это аналог метода интервалов на плоскости. Пусть требуется решить неравенство (f(x) – t1(a))(f(x) – t2(a)) >0. Можно решать это неравенство методом интервалов, а можно использовать метод областей. Суть метода областей состоит в следующем: разбиваем координатную плоскость линиями f(x) = t1(a), f(x) = t2(a) на области и методом пробных точек определяем знак функции g(x;a) = (f(x) – t1(a))(f(x) – t2(a)) в каждой из областей. Выбираем область, в которой g(x;a) > 0 и считываем с рисунка ответ. 
При этом работать можно как на  координатной плоскости (а;х), так и на плоскости (x;a). Иногда используют комбинированный прием. Чаще всего рассматривают  применение координатно-параметрического метода в комбинации с методом областей.  
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